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PHÂN А. CẤU HỎI 


Dạng 1. Ứng dụng hình học giải tích OXYZ để giải quyết bài toán tìm GÓC 


Câu 1. (MD 103 BGD&ĐT МАМ 2017-2018) Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có tâm О. Gọi 7 là 
tâm của hình vuông A'B'C'D' và điểm М thuộc đoạn OI sao cho MO = 2МІ (tham khảo hình vẽ). Khi đó 
sin của góc tạo bởi hai mặt phẳng ( MC'D') và (МАВ) bàng 

C 





4! p 
ы 74/85 m 17413 Р 64/85 ч 6413 
85 65 85 65 


Câu 2. (THPT QUỐC GIA 2018 - МА BÉ 102) Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có tâm О. Gọi 7 là 
tâm của hình vuông A'B'C'D' và M là điểm thuộc đoạn thăng OI sao cho MO = SMI (tham khảo hình về). 
Khi đó cosin của góc tạo bởi hai mặt phẳng (MC'D”) và (МАВ) băng 
A. 6/13. B. 7485 04 685. D. 17413 
65 85 85 65 


Câu 3. (THPT HÙNG VƯƠNG BÌNH PHƯỚC NĂM 2018-2019 LAN 01) Cho hình hộp chữ nhật 
ABCD.ABCT', có AB = а, АР =aA2, góc giữa A'C và mặt phẳng (ABCD) bàng 30°. Gọi H là hình 
chiếu vuông góc của 4trên A'B và К là hình chiếu vuông góc của A trên A'D. Tính góc giữa hai mặt phăng 
(АНК ) và ( ABB'A'). 

A. 60°. B. 45°. C. 90°. D. 30°. 
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Câu 4. (THPT LƯƠNG THÉ VINH HÀ NỘI NĂM 2018-2019 ТАМ 1) Cho hình chóp 5-45CD có đáy 
ABCD là hình vuông cạnh 4, SAB là tam giác đều và (SAB ) vuông góc VỚI (ABCD) . Tính coso với @ 
là góc tạp bởi (S4C) và (SCD). 

v3 v6 5 v2 


А. ==. B. —— с =. D. —. 
7 7 {| 7 


Câu 5. (THPT CHUYÊN SƠN LA NĂM 2018-2019 ТАМ 01) Cho hình chóp tứ giác đều S.4BCD có đáy 
ABCD là hình vuông cạnh a, tâm O. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của hai cạnh SA và ВС, biết 





MN = “ ` . Khi đó giá trị sin của góc giữa đường thắng MN và mặt phẳng (SBD) băng 
To в. 22. Ta D. v3. 


Câu 6. (THPT LÊ QUY ĐÔN ĐÀ NĂNG МАМ 2018-2019) Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D'có cạnh 
а. Góc giữa hai mặt phẳng (4'8'CD) và (ACC'4') băng 

A. 60°. B. 30”. C. 45°. D 75°. 
Câu 7. (SỞ GD&ÐT ВАС NINH NĂM 2018-2019 ТАМ 01) Cho hình chóp O.ABC có ba cạnh OA, ОВ, 
OC đôi một vuông góc và ОА = ОВ = ОС =a. Gọi М là trung điểm cạnh АВ. Góc tạo bởi hai vectơ BC 
và OM băng 

A. 135°. B. 150°. C. 120”. D. 60°. 
Câu 8. (THPT TRẤN PHÚ - ĐÀ NĂNG - 2018) Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông có 
độ dài đường chéo bằng axl2 và SA vuông góc với mặt phắng ( ABCD) . Gol с là góc giữa hai mặt phẳng 
(SBD) và ( ABCD). Nếu tang =2 thì góc giữa hai mặt phẳng (SAC) và (SBC) bằng 

A. 30°. В. 60°. Ce sư D. 90°. 
Câu 9. (THPT NAM TRUC - NAM ĐỊNH - 2018) Cho hình chóp tứ giác đều S.4BCD có АВ=а, 
$4=a2. Gọi G là trọng tâm tam giác SCD . Góc giữa đường thắng BG với đường thắng SA bằng: 


] 
A. arccos% B. arccos NŠ. C. arocos ©. D. arocos 1° 


Câu 10. (CHUYÊN HÀ TĨNH - LẦN 1 - 2018) Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có A'.ABC là tứ diện đêu 
cạnh a. Gọi М, N lân lượt là trung điểm của А4! và ВВ'. Tính tan của góc giữa hai mặt phắng ( ABC ) và 
(CMN). 
A. 2. L. с. 22, р. 42, 
5 4 5 13 


Câu 11. (THPT CHuyên Lam Sơn - Thanh Hóa - Làn 2 - 2017 - 2018 - BTN) Xét tứ diện OABC có OA, 
ОВ, ОС đôi một vuông góc. Gọi æ, В, у lân lượt là góc giữa các đường thăng ОА, OB, ОС với mặt 


phăng (АВС) (hình vẽ). 
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Khi đó giá trị nhỏ nhất của biểu thức M = É + cot° a ).(3 + cot° 8).(3 + cot° у) là 

A. 48. B. 125. C. Số khác. D. 4843. 

Dạng 2. Ứng dụng hình học giải tích OXYZ để giải quyết bài toán tìm THE TÍCH 


Câu 12. (Mà đề 102 BGD&ĐT NĂM 2018) Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu (S) có tâm I(—1;2;1) 
và đi qua điểm А(1 0; 1). Xét các điểm В,С, D thuộc (S ) sao cho АВ, АС, AD đôi một vuông góc với 
nhau. Thê tích của khôi tứ diện ABCD có giá tri lớn nhât băng 
A. 64 B. = С. гы D. 32 
3 3 
Câu 13. (Mà đề 104 BGD&ĐT NĂM 2018) Trong không gian Oxyz , cho mặt cầu (S ) có tâm / (—1: 0;2) 
và đi qua điểm A(0; 1;1). Xét các điểm В, C, D thuộc (S ) sao cho AB, AC, AD đôi một vuông góc với 
nhau. Thê tích của khôi tứ diện ABCD có giá tri lớn nhât băng 
8 4 


А. — В. 4 DE D. 8 
3 3 


Câu 14. (CHUYÊN HÙNG VƯƠNG GIA LAI NĂM 2018-2019 ТАМ 01) Trong không gian Oxyz , cho 
hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có A trùng với gốc tọa độ О, các đỉnh В(а;0;0), D(0;z;0), А'(0;0;Ь) 
với a,b>0 và a+b=2. Gọi М là trung điểm của cạnh CC”. Thể tích của khối tứ diện BDA'M có giá trị 
lớn nhất băng 
А. É, ны. с. Ë 
27 27 27 2] 
Câu 15. (THPT-THANG-LONG-HA-NOI-NAM-2018-2019 ТАМ 01) Cho hình lập phương 
ABCD.A'B'C'D' cạnh а. Gọi M,N lần lượt là trung điểm của ВС và А'В'. Mặt phẳng (MND ') chia khối 
lập phương thành hai khói đa diện, trong đó khói chứa điểm С gọi là (А). Tính thể tích khối (H). 
3 3 3 3 
А. 55а | B 55a | С. 18la | D. 55a | 
72 144 486 48 
Câu 16. (THPT CHUYÊN THĂNG LONG - РА ТАТ - 2018) Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 
cho hình hộp chữ nhậ ABCD.A'B'O'D' có А trùng với gốc tọa độ О các đỉnh 
В(т;0;0), 2(0; т;0), A' (0; 0;п) VỚI т,п> 0 và т+п=4. Gọi M là trung điểm của cạnh CC”. Khi đó thê 
tích tứ diện BDA'M đạt giá trị lớn nhất băng 
А. 7. в. 0. eo, R 
4 27 232 108 - 
Dạng 3. Ưng dụng hình học giải tích OXYZ đề giải quyêt bài toán tìm KHOANG CÁCH 














Câu 17. (РЕ GK2 VIỆT ĐỨC HÀ NOI NĂM 2018-2019) Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hình 
chóp S.ABCD , đáy ABCD là hình chữ nhật. Biết A(0;0;0), 2(2;0;0), B(0;4;0),S(0;0;4). Gọi M là 
trung điểm của SB . Tính khoảng cách từ В đến mặt phẳng (CDM ). 

А. 4(B,(CDM))=2. B. d(B.(CDM))=242. 


C. а(в,(срм)) = ос а(в,(срм))= v2. 


02 
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Câu 18. (DE HỌC SINH GIOI TÍNH BẮC NINH NĂM 2018-2019) Cho hình lăng trụ đứng АВС.А'В'С' 
có đáy ABC là tam giác vuông cân, АВ = AC =a, A4=ñh (a,h > 0) . Tính khoảng cách giữa hai đường 
thăng chéo nhau АВ' và BC' theo a, h. 


А ah В ай С ай D ah 
| Ма? +5hˆ | | \/5а* + h° | | \/2а* +h | | Ма? +h | 


Câu 19. (TT HOÀNG HOA THÁM - 2018-2019) Cho hình chóp S.4BC có đáy ABC là tam giác đều cạnh 
2aN3, mặt bên SAB là tam giác cần với ASB =120° và nằm trong mặt phắng vuông góc với đáy. Gọi M là 
trung điểm của SC và N là trung điểm của МС. Tính khoảng cách giữa hai đường thắng АМ, BN . 





B 











A. 2 327a B v237a D 5 2314. 
79 79 316 





Câu 20. (CUM LIÊN TRƯỜNG HAI PHÒNG NĂM 2018-2019 LẦN 01) Cho hình chóp S.ABC có đáy 
là tam giác đêu cạnh băng а. Gọi 7 là trung điểm của АВ, hình chiếu của S lên mặt phẳng (АВС ) là trung 


điểm của C7, góc giữa SA và mặt đáy băng 45° (hình vẽ bên). Gọi G là trọng tâm tam giác SBC . Khoảng 
cách giữa hai đường thăng SA và CG băng 











Саџ 21. (THPT CHUYÊN LÊ QUY ĐÔN - ĐÀ NĂNG - ГАМ 1 - 2018) Cho hình lập phương 
ABCD.A'B'C'D' cạnh băng а. Gọi K là trung điêm DD'. Tính khoảng cách giữa hai đường thăng CK và 
AD. 

2a 3a 


A. —. B. о и ==. 
3 3 4 


Dạng 4. Ứng dụng hình học giải tích OX YZ để giải quyết bài toán tìm BÁN KÍNH MẶT CÂU 


4a 


w | S 
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Câu 22. (CHUYÊN THÁI BÌNH NĂM 2018-2019 LÀN 03) Cho hình chóp 5-45CD có đáy АВСР lạ 
hình vuông cạnh 4, 540 là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng với đáy. Gọi М và М lần lượt là trung 
điểm của ВС và CŨ, Bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S-CMN bằng 
ау93 B 4x29 C 523 D ax37 
12 8 12 6 
Câu 23. (CHUYÊN KHTN - LAN 1 - 2018) Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai điểm 4(5;0;0) 
và В(3;4;0). Với С là điểm năm trên trục Ох, 001 H là trực tâm của tam giác АВС. Khi C di động trên 


A. 














trục Oz thi H luôn thuộc một đường tròn cô định. Bán kính của đường tròn đó băng 

д. №. в. УЗ. с. УЗ D. M3. 

4 2 2 

Câu 24. (CHUYÊN VINH - LÀN 2 - 2018) Trong không gian Oxyz, cho các điểm А, В, C (không trùng 
О) lần lượt thay đôi trên các trục Ox , Оу , Oz và luôn thỏa mãn điều kiện: tỉ số отба diện tích của tam giác 
ABC và thê tích khôi tứ diện OABC băng 2 Biết răng mặt phăng ( АВС) luôn tiêp xúc với một mặt câu cô 
định, bán kính của mặt cầu đó bằng 

A. 3. B. 2. C. 4. D. 1. 


Câu 25. (THPT CHUYÊN LÊ HỎNG PHONG - TPHCM - 2018) Trong không gian với hệ toa độ Oxyz, 

















А ‚ х—1 у—1 7—1 х-3 ytl 2-2 x-4 у-4 2-1. 3 
cho 3 đường thăng (d, |: — = — = | I =——= : = = . Mặt câu 
5 g ( |) 2 0 ( >) | 5 7 | 3) 2 ЖЕ р, 
bán kính nhỏ nhất tâm 7(z;b;c), tiếp xúc với 3 đường thắng (а), (4,), (d,). Tính $=а+2Ь+3с. 
А. S=10. B. S=Il. C. S =12. D. 5 =13. 


PHẢN В. LỜI GIẢI THAM KHẢO | 
Dạng 1. Ung dụng hình học giải tích OXYZ đề giải quyêt bài toán tìm СОС 

Câu 1. (MD 103 BGD&ĐT МАМ 2017-2018) Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có tâm О. Gọi I là 
tâm của hình vuông 4'#'C'D' và điểm М thuộc đoạn OI sao cho MO=2MI (tham khảo hình 
vẽ). Khi đó sin của góc tạo bởi hai mặt phẳng ( MC'D') và (МАВ) bàng 





95 ` 65 


A 74/85 ч IND’ 


Chọn C 
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н š 








Gắn hệ trục tọa độ như hình vë, cạnh hình lập phương là 1, ta được tọa độ các điểm như sau : 


м(2:51) ,C'(0;1;0) ,D'(1;1;0) và 4(1;0;1),8(0;0;1). 


2 
Khi đó nuc) = (0;1;3) ; мав) = (0;5;3) nên cos (мав) (мср")) = ИШ 5 ИШ 
52 +3? NI +3° 


27785 Suyra sin ((MAB),(MC'D')) = (267 _ 6185 


85 85 85 
Câu 2. (THPT QUÓC GIA 2018 - MÃ РЕ 102) Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có tâm О. Gọi 7 
là tâm của hình vuông A'B'C'D' và M là điểm thuộc đoạn thắng OI sao cho MO = SMI (tham 


khảo hình vẽ). Khi đó cosin của góc tạo bởi hai mặt phắng (МС'Р”) và (MAB) bằng 


6413 н 74/85 А 64/85 ТЕ 


: š D. . 
65 85 65 
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Không mát tính tông quát ta đặt cạnh của khói lập phương là 1. 
Chọn hệ trục tọa độ sao cho 4(0;0;0), B'(1;0;0), D(0;1;0) và 4(0;0;1) (như hình vẽ). 
Khi đó ta có: M кык. . 
T3 
— — (11 2 — — 2 1 _ ‚ , 
Suy ra: AB = (1;0;0), MÄ =| —;—;-“|— | АВ, МА |= 0;-4;— |— ñ =(0;-4;3) là VTPT của 
22. 2 32 
măt phăng (MAB). 
D'C' = (1;0;0), MD' = кл. = | D'C, MD | = а. => ñ, =(0;2;—3) 1а VTPT của mặt 
Z А ъ 2 
phăng (МС'Р/). 
cosin của góc giữa hai mặt phẳng (МАВ) và (MC'D') băng: 
aal - [0.0-4.2 +3.(-3)| 174/13 
alil J++ 65 
Câu 3. (THPT HÙNG VƯƠNG BÌNH PHƯỚC NĂM 2018-2019 LÂN 01) Cho hình hộp chữ nhật 
ABCD.A'B'C'D' , có АВ = а, АР = a2, góc giữa A'C và mặt phẳng ( ABCD) băng 30°. Gọi H 
là hình chiêu vuông góc của 4trên A'Bvà K là hình chiếu vuông góc của А trên A'D. Tính góc 
giữa hai mặt phăng( AHK ) và ( ABB'A'). 
A. 60°. B. 45”. C. 90°. D. 30°. 
Lời giải 





соз(7|,Л,) = 
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Do ABCD.A'B'C'D' là hình hộp chữ nhật nên А'С' là hình chiêu vuông góc của А'С trên 
(ABCD) = (A'C,(ABCĐ)) =(A'C, А'С'у= C4'C!=300. 


Тасо AC =V АВ? + АР? =a Зап САС = > СС'=а 


Kết hợp với giả thiết ta được АВВ'А' là hình vuông và có H là tâm. 
Gọi E, Е lần lượt là hình chiếu vuông góc của K trên 4'D'& A'A. 
1 1 1 
Та có = ак. дк еа 2 АК? =-S; 
АК? A'Z AD 3 КА 
1 1 1 2 
-=—+—=kF =“ 
КЕ” КА АК 3 
Ta chọn hệ trục tọa độ Oxyz thỏa mãn O = A' còn DĐ, B', A theo thứ tự thuộc các tia 
Ox, Oy, Oz. Khi đó ta có tọa độ các điểm lần lượt là: 


a2 ау 2 a? 
3 


;0;0),#(0;0;——). 
Ñ ),Е( Ñ ) 


Mặt phẳng ( ABB' A') là mặt phẳng (yOz) nên có VTPT là т = (1; 0; 0); 




















‚КЕ = A'K’ -КР? = КЕ= =. 





А00;0;а), В'(0;а:0),(0::=), К 20:2), E( 


2 
Та со АК, АН | = т, n: (2: /2: 4/2). 
Mặt phẳng (АКН) có VTPT là m = (2; /2; /2); 
Gọi æ là góc giữa hai mặt phăng( AHK) và (4884). 


_ÔÔ 


v2 


Câu 4. (THPT LƯƠNG THẺ VINH HÀ NỘI NĂM 2018-2019 LÀN 1) Cho hình chóp 5-48CĐÐ có đáy 
ABCD là hình vuông cạnh 4, SAB là tam giác đều và (SAB) vuông góc VỚI (ABCD) . Tính cos ø 
với ф là góc tạp bởi (SAC) và (SCD). 





Ta có cosa = lcos(m, n2) 


A.S. в. É. c$, D. х2. 
7 7 J 7 
Lời giải 
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Chú ý: Ta có thé giải bài toán với cạnh hình vuông a =1. 
Gọi O.M lần lượt là trung điểm của 4B8,CD. Vì SAB là tam giác đều và (SAB) vuông góc VỚI 
( ABCD) nên SO L ( ABCD) ! 


Xét hệ trục Oxyz có O(0:0:0), M (08).4{0:3:0),s| 66 58 |. Khi đó 


c[k5:ð).p[k5:0], 
2 2 











Suy та 84 = g.1,=3 , AC (1;-1;0), SC = mra ,CD = (0;1;0). 
2 2 2 2 
Măt phăng (SAC) có véc tơ pháp tuyến n, =| SA, AC | 422231) 
" Ç Số к — [e2 =F [M3 

Mặt phăng (SAD) có véc to pháp tuyên n, =| 5С, CD | = S 

тп, 
Vậy coso = ЕЁ 2 н 

п,|.|п„| 7 














Câu 5. (THPT CHUYÊN SƠN LA ХАМ 2018-2019 LÂN 01) Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có đáy 
ABCD là hình vuông cạnh а, tâm О. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của hai cạnh SA và 


BC, biết MN = 23 Khi đó giá trị sin của góc giữa đường thắng MN và mặt phẳng (SBD) băng 
a2 a. e =. D. 43. 


Lời giải 
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Gọi 7 hình chiếu của M lên ( ABCD) ‚ suy ra 7 là trung điểm của АО. 


Khi đó СІ = 4С = = 





Xét ACNI có: CN = - NCI = 45°. 
Áp dụng định lý cosin ta có: 


NI = CN” + СІ? – 2СМ.СІ.соѕ 45° = 








Mà MI //SO.MI =50= SO=^ ¬ | 


Chọn hệ trục tọa độ Oxyz như hình vẽ: 


Ta có: 0(0;0;0), Д7) n|o- o , Е) n|], 


2 








4-2) 00044. Tung 
2 4 4 4 
Khi đó CC ng | s-|u St | 1h ng 
2 4 4 2 2 2 2 
Vecto pháp tuyến mặt phẳng (SBD) п = $В л SD =(—\/7 :0;0) 
м 
МУ л 2 3 
Suy ra sin( MN ,(SBD))= -< EE 
С: 


Câu 6. (THPT LÊ QUY ĐÔN DÀ NĂNG МАМ 2018-2019) Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D'có 
cạnh а. Góc giữa hai mặt phẳng (4'8'CD) và (АСС' А') bàng 
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A. 60°. В. 30°. C. 45°. D. 75°. 
Lời giải 





Chọn hệ trục tọa độ Oxyz sao cho góc tọa độ O = А',Ох= A'D',Oy = A'B', Oz = А'А. 
khi đó: 4!0;0;0), D '(a;0:0), B'(0:a;0), Ca;a;0), 

A(0;0;a), D(a;0;a), В(0;а;а), С(а;а;а). 

=> А'В'= (0;a;0),4'D= (а;0; а), А' А = (0; 0; а), А'С' = (а;а;0). 

АВАР | =(aˆ;0;—a“). 





Chọn n, = (1;0;—1) là vectơ pháp tuyên của mặt phăng (A'B ! CD) | 
ААС | = (-а?;а?;0). 
Chọn n, = (—1;1;0) là vecto pháp tuyên của mặt phăng ( ACC 'A ') | 
Góc giữa hai mặt phẳng ( A' B'CD)và (ACC'4')là: 
= Шей = Е => & = 60°. 
v22 2 
Câu 7. (SỞ GD&DT ВАС NINH NĂM 2018-2019 LAN 01) Cho hình chóp Ó.48C có ba cạnh ОА, OB 


‚ OC đôi một vuông góc và ОА=ОВ=ОС=а. Gọi M là trung điểm cạnh 4ð. Góc tạo bởi hai 
vectơ BC và OM bàng 


cose= соз (лл) 





A. 135°. В. 150°. С. 120°. р. 60°. 
Lời giải 
4 
О < C 
B 

Cách 1: 

`. e > 

ОМ =—(ОА+ОВ)_ ———_ l p a 
Ta có 2 аа =——. 


ере — 2 
BC =OC—OB 


BC = JOB“ + ОС? =ax2 và OM ==48 = ОРОВ? 952. 
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2 
a 


ОМВС_ ә 
M.B 
OM.BC 2 „j2 





Do đó: cos(OM, BC) = =- > (OM BC) =120°. 





Cách 2: 








Chọn hệ trục tọa độ Oxyz như hình vẽ. 


Khi đó ta có: BC =(-a;0;a), OM = | 


v NJS 


Ta có: O(0;0;0), 4(0;а;0), B(a;0;0), С(0;0;а), w{Š:5:0] 
q 


20] 

2 

=> cos( BC; OM) _ ВСОМ =—>—=-} = (вс;ом) 120°. 
BC.OM 242.“ 








Câu 8. (THPT TRAN PHÚ - ĐÀ NÀNG - 2018) Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông có 
độ dài đường chéo bằng av2 và SA vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Gọi а là góc giữa hai 
mặt phẳng (SBD) và (ABCD). Nêu tana = 2 thì góc giữa hai mặt phẳng (SAC) và (SBC ) 
bằng 
А. 30°. В. 60°. С. 45°. D. 90°. 

Lời giải 

Ì ё 


5 











Gol = 41C BD. 
Hình vuông ABCD có độ dài đường chéo bằng a2 suy ra hình vuông đó có cạnh băng z. 
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(SBD)(4BCD) = BD 
Ta có 1871 BD => ((5вр):(авср)) = (SI; АГ) = STA . 
AI L ВР 


Ta có tang = tan STA => e> SA =a. 

Chọn hệ trục tọa độ wes nhu hinh vẽ. Ta có 4(0;0;0), В(а;0;0), C(a;a;0), S(0;0;a). 
Khi dó SA=(0;0;—a); SC C =(a;a;— a ); 58 B=(a;0;- a). 

Mặt phẳng (SAC) có vectơ pháp tuyên л, =(—1;1;0). 
Mặt phẳng (SBC) có vectơ pháp tuyên 7, =(1;0;1). 
UEA l _1 
AIA 22 2 
Câu 9. (THPT NAM TRUC - NAM ĐỊNH - 2018) Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có AB=a, 


SA = a2. Gọi С là trọng tâm tam giác SCD . Góc giữa đường thăng BG với đường thắng SA 
băng: 





Suy ra cos|(S4C):(SBC)) = = ((54С);(5ВС)/ = 60°. 


1 
А. агссоз =. В. агссов X. С. arocos X. D. arocos 1° 


Lời giải 
Gọi O= АС ВР. 


Tam giác SAO vuông: SO=S4?— АО? = = 


Gắn tọa độ nhu hình vẽ 





x 


° 


a 0) 


Vì С là trọng tâm tam giác SCD nên с, I 








Ta có: A5 = gaa). “(u 6). во Tùng: #(-a:s.V8) 


22 2 2 6 6 
Góc giữa đường thắng BG với đường nps SA băng: 
BGAS| |-3+5+6|_ v5 


BGAS  J40N8 





cos( ВС; SA) = 
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Câu 10. (CHUYÊN HÀ TĨNH - LÂN 1 - 2018) Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có A'.ABC là tứ diện đều 
cạnh а. Gọi М, N lân lượt là trung điểm của AA’ và ВВ'. Tính tan của góc giữa hai mặt phăng 
(АВС) và (CMN). 

v2 


A. —. 
5 


р. 42. 


13 





Gọi О là trung điểm của АВ. Chuẩn hóa và chọn hệ trục toa độ sao cho 0(0;0;0), 








43:00). в| 5:00) С 0.3.0 , H р.) , АН = Š => А! .У3.У6 
2 2 2 6 3 6 3 
Ta có AB = A'B sa-i) Dễ thây (АВС) có vtpt n, = (0;0;1). 
M là trung điểm 4A' >M 1,3 v6 ‚ N là trung điểm BB' > N -3, 3,6 
4 )12”6 4127 6 
MN =(-1;0;0), CM = 1.2543 46 
4 12 6 
= (a 6 5⁄3) M 
CMN | có vtpt n, =| 0;——;— | =—|0;242;5 
=> [ ) có vtpt n, | in ni v2;5] 
COS " ... : _1-2У? 
И КЕЕ cos” ф 5 


Câu 11. (THPT CHuyên Lam Sơn - Thanh Hóa - Lần 2 - 2017 - 2018 - BTN) Xét tứ diện OABC có 
ОА, OB, ОС đôi một vuông góc. Gọi z, B, y lân lượt là góc giữa các đường thăng ОА, ОВ, 
ÓC với mặt phắng ( ABC ) (hinh vẽ). 
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A 


B 
Khi đó giá trị nhỏ nhất của biểu thức M = É + cot° a ).(3 + cot° 8).(3 + cot° у) là 
A. 48. B. 125. C. Số khác. D. 4843. 
Lời giải 
Chọn B 


Gọi H là trực tâm tam giác АВС, vì tứ diện OABC có ОА, ОВ, OC đôi một vuông góc nên ta 


có OH 1 (АВС) và — s ЗЕН ЗЮ 
OH ОА ОВ ОС 


Ta có a= [O4:(ABC))= O4H , 8 =(OB:(ABC))=0BH.. у = (OC;( 4BC))= OCH . 


¬ OH . OH . 
Nên sin æ = —, sin P =———, sin y = —. 
OA OB OC 
Đặt а=ОА, b=0B, c=0C, h=0H thì = +121 và 
h а b с 











l l l 
M = (3+ cot? a ).(3 + cot? p) (3+ cot у) -(2+ sin” _ (2+ sin” zs sin” А 


2 2 2 
b 
128302600268) = 8+4[ a° + b° tế) y+2(a° +b’? коа) a 8 


[1 1 1 
Ta có: (P +t) (4+ re) ва > 34 а?.Б?.с?.33 тон =н 
1 


I 1 LÝ 
(а?Ь? + e? +с?а?). i = (а?Ь? + оо) Джу] 
а C 


h b° 2 
2 
1 1 1 
> 3a b°. =з (уг = 34a рс .93 Tờ = 27, 
3 3 
пн аваад у ава ку] 2t 


Do đó: 
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M =8+4(a” + b° ко) Atah +Ь°с° коа). + ab. > L 
h h h 


>8+4.9+2.27+27 =125. 
Dâu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi а =b =c, hay ОА = ОВ = ОС. 
Vậy min M =125. 


A 


\ 


В 
Dạng 2. Ứng dụng hình học giải tích OXYZ để giải quyết bài toán tìm THE TÍCH 
Câu 12. (Mã đề 102 BGD&ĐT МАМ 2018) Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu (S ) có tâm / (—1;2;1) 
và đi qua điểm A(l; 0;—1). Xét các điểm В,С, D thuộc (S) sao cho АВ, АС, AD đôi một vuông 
góc với nhau. Thê tích của khôi tứ diện ABCD có giá tri lớn nhat băng 


A. 64 p. 22 e5 D. 32 
3 3 
Lời giải 


Chọn B 
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D 


Câu 13. 





Mặt cầu (5) có bán kính r = 74 = V4+4+4 =243. 
Đặt AB =a; AC =b; Ар =c 


2 2 2 
Taco 142-910 +c 
4 
2 2 2 
Do đó — |; 
2, 2 2 3 / 212 2 
Theo BDT Co-si ta có: лыы s O АА 
4 4 
Do dó у =—abe < 2/16 - =. 


Dâu bàng xảy ra khi và chỉ khi a =b =c.. 

(Mã đề 104 BGD&ĐT NAM 2018) Trong không gian Oxyz , cho mặt cầu (S ) có tâm / (1; 0; 2) 
và đi qua điểm A(0;1;1) . Xét các điểm В, С, D thuộc (S ) sao cho АВ, АС, AD đôi một vuông 
góc với nhau. Thê tích của khôi tứ diện ABCD có giá tri lớn nhât băng 


A. 8 В. 4 С. = D. 8 
3 3 
Lời giải 
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Đặt: AD =a, АВ =b, AC =c. 


Ta có: 
skelin. 

2 2 2 2 2 
„Ам = + mM- sR 1616.3, 


3 
b° +a ° + e° 
AD ВРТ Cosi: Р? +а? +e >3Ñbˆa ˆcˆ >bˆaˆc°< (Hra te) < abc <8. 


о. 
6 6 3 


Câu 14. (CHUYÊN HÙNG VƯƠNG GIA LAI NĂM 2018-2019 LÀN 01) Trong không gian Oxyz , cho 
hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có A trùng với gốc tọa độ О, các đỉnh Ø(z;0;0), D(0;a;0), 
4'(0;0;Ь) với a,b>0 và a+b=2. Gọi M là trung điểm của cạnh CC”. Thể tích của khôi tứ diện 
BDA'M có giá trị lớn nhất băng 


.. в. 22. i. р. 2. 
27 1 27 1 
Lời giải 






ca" ca. ca. 


— ч = e е s s s ше — m == = s к= = = = — = s 

= — = "= 

= —_ = 
- 
= — 
_ — 
- 
_ — 
— = 
= 
_ — 
_ — 
_ — 

_ — 


- 

= 
_ 

— — == 


Tọa độ điểm C(a;a; 0), Ca;a;b), M(a;a; 2). 


BA'=(-a;0;b), BD = (-а;а;0), BM = (0;а:2) | 
——— `. lr———=1——. ab 
| B4',BD |=(—ab:—ab;—b”) nên Ум = [ВА ‚ВБ |BM ==. 


3 
Та со: а.а.(2Ь) < Без 32 Š 


2 
—=>a ˆb<*~`“—Ƒ,.... <. 
3 27 27 ж, 


Câu 15. (THPT-THANG-LONG-HA-NOI-NAM-2018-2019 LAN 01) Cho hình lập phương 
ABCD.A'B'C'D' cạnh а. Gọi M,N lần lượt là trung điểm của ВС và А'В'. Mặt phẳng (ММР') 


chia khối lập phương thành hai khối đa diện, trong đó khối chứa điểm C gọi là (H ) . Tính thê tích 














khối (H). 
3 3 3 3 
А. 55а | в. 55а | С. 1810 | р. 55а | 
T2 144 486 48 
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Lời giải 


Câu 16. 











Thể tích khối lập phương bằng a°. 
Mặt phẳng ( MND') cắt cạnh DC tại E thỏa EC =~PC: cắt ВВ' tại P sao cho BP = = BB' 


khi dó н) = Р + Гои +T Vigen ` 
a 2a са 
Có V, — a. = 
всу G 2 3 18 


1, 
l аа а 


y z 
COME 6 42 48 | | 
Gắn hệ trục tọa độ như hình vë: lây đơn vi trên trục 1 đơn vi băng а. 


: :0;0 |, M 0::0 , R 0:0;—— ‚ О . ‚ D'(1;0;1). 
4 2 3 4 


Е 


Ta có C(0;0;0), С'(0;0;1), Е 


m 


Mặt phẳng (MND'): =l©4x+2y-3z—1=0 = 4(C',(MND')) = 


‚=н 
ЕЕ 
| Ë 
w | — 


29 1 v29 115/29 


§ 


4 12 4 48 
(MND' ))-5 1 та. 





5 MPNDVE — = 5 EQND' = РМО — 
1 

Ve рурме = 3 4 (C', 
55 

Vậy У =— a°. 

3 D) тад 

(THPT CHUYÊN THẮNG LONG - ĐÀ LAT - 2018) Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 

cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'O'D' có A trùng với gốc tọa độ О các đỉnh 

B(m;0;0), D(0;m;0), A'(0;0;n) với mụn >0 và m+n=4. Gọi М là trung điểm của cạnh СС". 

Khi đó thể tích tứ diện BDA'M đạt giá tri lớn nhật bàng 


D 'NPME — 
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Câu 17. 


а. в. 0, с. 2. р. 222. 
4 27 32 108 
Lời giải 





BA =(—m;0;n) 
Ta có BD =(—m;m;0) 


BM отт 
2 


| BA; ВР | = (—mm: —mn:; -m° ) 


|B4;BD | BM = mamo. 2 


Ид 'DM 


3 
= г [24:55 | BM] = mi = Е (4-т) = —mam(8—2m) < 18, = ад 
6 4 4 8 8 3 2J 
Dạng 3. Ứng dung hình học giải tích OXYZ để giải quyết bài toán tim KHOÁNG CÁCH 
(ĐÈ GK2 VIỆT ĐỨC HÀ NỘI NĂM 2018-2019) Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho 
hình chóp S.ABCD ‚дау ABCD là hình chữ nhật. Biết 4(0;0;0), 2(2;0;0), B(0;4;0),S(0;0;4) 
. Gọi М là trung điểm của SB . Tính khoảng cách từ В đến mặt phẳng (CDM). 


А. d(B,(CDM))=2. B. d(B,(CDM))=242. 
С. 4 (B,(CDM))= ——.D. а(в,(срм))=<2. 


v2 


Lời giải 
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Câu 18. 





X X = Хр +Xp Xo = 2 


Tứ giác ABCD là hình chữ nhật nên 4 у, + ус = y; + уь >4 у =4 > С(2;4;0). 
r PRE mz trấn Z. =0 

M là trung điểm của SB = M (0:2;2). 
Viết phương trình mặt phẳng (CDM): 
CD =(0;-4;0), CM =(-2;-2;2) > CD A CM =(—8;0;—8). 
(CDM ) có một véc tơ pháp tuyến n = (1;0;1). 
Suy га (СРМ ) có phương trình: х+2-2=0. 

0-0-2) _ Б 
(ĐÈ HỌC SINH GIỎI TÍNH BAC NINH NĂM 2018-2019) Cho hình lăng trụ đứng 
АВС.А'В'С' có đây АВС là tam giác vuông cân, AB = AC =a, AA'=h (a,h >0). Tính khoảng 
cách giữa hai đường thăng chéo nhau 4Ø” và BC” theo a, A. 


Vậy 4(B;(CDM)) = 


А ай B ah С ай D ah 
Ма? +5}? | \/5а* +h | \/2а* +h | Ма? +h | 
Lời giải 





Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ. 
A(0;0;0); 4'(0;0;^); С(0;а;0); 8(a;0;0); B'(a;0;h); C'(0;a;h). 
AB' =(a;0;h); BC = (—a; a;h): | AB'; ВС | =(_-ah;~2ah;a”); AB =(a;0;0). 
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d , [ ABC | AB ah 
( AB'; ВС | авс] узы 





Câu 19. (ТТ HOÀNG НОА THÁM - 2018-2019) Cho hình chóp 5.АВС có đáy АВС là tam giác đều 
cạnh 2aAl3, mặt bên SAB là tam giác cân với ASB =120° và nằm trong mặt phăng vuông góc với 
đáy. Gọi M là trung điểm của 5С và N là trung điểm của МС. Tính khoảng cách giữa hai đường 











thăng АМ, BN. 
$ 
2/3274. р. 52374. 
79 316 
Gọi О là trung điểm АВ, ASAB cân tại S > SO L АВ. 
Та со: 
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(S48) 1 (АВС) гт) 
(S4B)¬(4BC)= АВ = SO 1 (ABC). 
SO L AB(cmt) 
; А . „ж. 0 ОВ 
Xét ASOB vuông tại О có OSB =60 > SO = z= 
tan 60 


Ta có: OC là đường cao của tam giác đều cạnh 2a 3 nên: OC =3a 

Gắn hình chóp S.ABC lên hệ trục tọa độ Oxyz như hình vẽ. Khi đó ta có: 

O(0;0;0),8(ax3;0:0), 4|~av3;0;0):C(0:3a;0);S(0:0;a)=> АВ =(2a3;0;0) 
3a а 


M là trung điểm SC nên M có tọa độ: 0:20 а) 


2 9 
N là trung điêm МС nên N có tọa độ: Hới 


AM có véc tơ chỉ phương АМ ау3 Заа) hay a|2v3 ;3;1 ) 
BN có véc tơ chỉ phương BN _ _ hay b—4v3 7971 ) 


x a,b AB РҮ 
Ta có: TT CN ГЛ. acA 
[a,b | 79 
Câu 20. (CUM LIÊN TRƯỜNG НАІ PHÒNG МАМ 2018-2019 LAN 01) Cho hình chóp S.ABC có 
đáy là tam giác đêu cạnh băng а. Gọi 7 là trung điêm của АБВ , hình chiêu của S lên mặt phăng 
(АВС ) là trung điểm của C7, góc giữa SA và mặt đáy băng 45° (hình vẽ bên). Gọi G là trọng 

tâm tam giác SBC . Khoảng cách giữa hai đường thắng SA và CG bằng 





a 

















д. 2921 p. “v21 
14 7 
Chọn B 





Đặt hệ trục tọa độ Oxyz sao cho 7(0;0;0), 45:00) в(-5ко),с| 0% 3 0) 


Ta có cr=S 3 , үң SỐ, ан 27 


4 4 
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Câu 21. 
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H là trung điểm C7 suy ra n(o Bo) 
45° =(S4.(ABC))=(S4. AH) = SAH an: 7.) 
Та có: SÁ = 1 3. ау? „СС = - 3 ау? ‚СА = а._ау3 n 

2 4 4 6 4 12 2 2 
л Qs | Еа 

12 12 6 
x SA,CG CÀ 

Khoảng cách giữa SA và CG с. avl 


|4.c6 | 8 


(THPT CHUYÊN LÊ QUY DÓN - ĐÀ NÀNG - ТАМ 1 - 2018) Cho hình lập phuong 
ABCD.A'B'C'D' canh bàng а. Gọi K là trung điêm DD'. Tính khoảng cách giữa hai đường thăng 
CK và A'D. 


TT p. £. с. 24. р. 2“. 
3 3 3 4 
Lời giải 


Gọi М là trung điểm ВВ'. Ta có: CK // A'M = CK /(AMD). 
Khi đó: đ(CK, Ар) = d(CK,(4'MD)) = d(C.(4MD)). 


Gắn hệ trục tọa độ như hình vẽ: 





Ta có: 4(0;0;0), B(a;0;0), 2(0;а;0), 4'(0;0;а), В'(а;0;а), С(а;а;0), 21 


2 
AM = 40-5) ‚А0 =(0;а;-а), | АМ, АР |= аа) | 
2 2 


Vậy mặt phẳng (4M) nhận л = (1;2;2) làm vectơ pháp tuyến. 
Phương trình тр( АМР): x+2y+2z—2a =0. 
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la +2a—2a a 


Do dó: 4(С,( 4 DM =—. 
| ) 3 3 Ра 7 , r ` 
Dạng 4. Ung dụng hình học giải tích OXYZ dê giải quyết bài toán tìm BẢN KINH МАТ САО 
Câu 22. (CHUYÊN THÁI BÌNH NĂM 2018-2019 LÂN 03) Cho hình chóp 5-45CD có đáy 45CD là 
hình vuông cạnh 4, SAD là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng với đáy. Gọi M và М lần lượt 
là trung điểm của BC và СО. Bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S-CMN băng 


а\/93 а\/29 sa 3 ам 37 
~ 





A. | В. | С. | р. 











12 8 12 
Lời giải 





Chọn hệ tọa độ Oxyz như hình vẽ. 
M (1;0;0), N к ‚ С їй) о 00:33 . 
22 2 2 
Gọi I(x; у;2) là tâm mặt câu ngoại tiệp hình chóp S.CMN > MI = NI = CI = 51. 
Ta có: МІ =(x—l1;y;z), М = ы ш т „СІ = . Е , SI = х;у;:—УХЗ | 
2 2 2 2 
Từ MI = NI = СІ = SI ta có hệ: 


LÝ Г 
к-1й++=[х-1 (2-5) + Z° = 


<-1)+( 1) на) 1) кг = 
2 И 2 ú 2 ú 


3 
4 
1 
4 
2 2 54/3 
(1) (5-3) ЕА "rã 


2 


4 4 12 4 4 12 
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Câu 23. 


Câu 24. 


v93 

12 

(CHUYÊN KHTN - LÀN 1 - 2018) Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai điểm А (5: 0; 0) 
và В(3;4;0). Với C là điểm năm trên trục Ох, 001 H là trực tâm của tam giác ABC. Khi C di 


động trên trục Oz thì H luôn thuộc một đường tròn cô định. Bán kính của đường tròn đó bàng 


= Bán kính mặt câu ngoại tiếp hình chóp S.CMN là: R = IM = 


д, №5. в. УЗ с. У. D. 43. 
4 2 5 
Lời giải 





Ta có C (0; 0;с) . Dễ thây tam giác АВС cân tại С. Gọi Е = (4;2;0) là trung điểm của AB. Ta có 
Ае phắ (OCE) vuô 5c với ÁB (d ) và là măt hà ô định 
mat phan uong goc VỚI O a là mat phang co định. 


Gọi К là trực tâm tam giác OAB, do А, Bvà K cùng nắm trong mặt phẳng (Oxy) nên 


OKAB=0 [x(-2)+y4=0 |= _ 3 
_ <> <> 3. Tìm được К = | 3; —;0 |. 
ВК.ОА = 0 х-3= 0 = 2 
АВ 1(0 НК 1 АВ 
Ta chứng minh được KH 1 ( CAB) . 
СА 1 (B HK L СА 


Suy ra КНЕ = 90°. Suy ra H thuộc mặt câu đường kính KE= 11-5 


>d (B, (SCD)) = sả (H. (SCĐ)) thuộc mặt phẳng (ОСЕ) có định. Vậy H luôn thuộc một đường 


v5 


tròn cô định có bán kính R = a 


(CHUYÊN VINH - LAN 2 - 2018) Trong không gian Oxyz, cho các điểm А, В, C (không trùng 
О) lân lượt thay đôi trên các trục Ox, Оу, Oz và luôn thỏa mãn điều kiện: tỉ sô giữa diện tích của 
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Câu 25. 


tam giác АВС và thê tích khôi tứ diện 245C băng ph Biêt răng mặt phăng (АВС ) luôn tiêp xúc 


với một mặt câu cô định, bán kính của mặt cầu đó bàng 
A. 3. B. 2. C. 4. D. 1. 
Lời giải 





Ta CÓ Š авс — Š авс = 


V 1 
OABC 3 Sas e d (O,(ABC)) 





4(О,( ABC)) 


9 3 
Mà —45© =- nên đ(O,(4BC))=2. 
Vome 
Vậy mặt phăng (АВС) luôn tiếp xúc mặt cầu tâm O bán kính R =2. 


(THPT CHUYÊN LÊ НОМС PHONG - TPHCM - 2018) Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz 
оез ўе сех 

















| | йй mí i 
һ 3 đ th đ,}Ì:——=——- : а, ): А 
, cho ường äng (d) x | E (đ,) 3 7 
(d, ): = -T—- — . Mặt câu bán kính nhỏ nhất tâm I (a;b;c), tiếp xúc với 3 đường thắng 
(d), (đ,). (4,). Tính $=а+2Ь+3с. 
А. 5 =10. B. Sell, Cu S =12. D. S =13. 


Lời giải 


(4,) đi qua điểm A(1:1;1) có VTCP u, =(2;1;-2). 

(4, ) đi qua điểm 8(3;—1;2) có VTCP и, = 
(đ,) đi qua điểm С(4;4;1) có VTCP и, =(2;—2;1). 

Ta có uu, =0, u, u, =0, иуи = 0 

= (4,), (4,). (đ,) đôi một vuông góc với nhau. 

uu; J.4B z0, [u,,u, BC z 0, usu, CA 0 

= (4,), (4,). (d,) đôi một chéo nhau. 

Lại có: AB=(2;—2;1); АВ.и =0 và АВ.и, =0 nên 
(4,), (đ,). (d,) chứa 3 cạnh của hình hộp chữ nhật như hình vẽ. 

Vì mặt câu tâm /(а;Ь;с) tiếp xúc với 3 đường thắng (а), (đ,). (d,) nên bán kính 
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К=4(1,4,)=4(1,4,)=4(1,4,) © =а°(1,4,)=а4(1,а,)=а(1,4,) 


Sk = L2» | u [21] : [am] a 
n, “| 


AI =(a—1;b—l;e—1), АГ, |=(T2b—c+1;2a+2e—4;a—2b +). 











— I2 
th 





























th 


Bİ =(a~3;b+1;e—2), | ВІ,и, |=(2b-2c+6;-2a+c+4;2a-b-7). 
СЇ =(a~4;b—4;e—1), | Си, |=(b+2e~6;—~a+2e+2;~2a~2b+16). 


2 


9R? = Гати, | 





2 


9R? =|[ Bï,u, || 
сы] 
=›27К° =18(а* +b° +c?]—126a—54b—54c+423 


2 2 2 
ә? =ї|а-7/ на|ь-2) sis e=) = ые 


S 27R = [Aiu | +|[ BI, | + [Cu] 














2 


9р? = 








2 7 0 
eT = khi и а и =1 i5] 
J2 2 2 222 


Khi đó 5=а+2Ь+3с=11. 
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